Capturing interactions in pedestrian walking behavior in a discrete choice framework by Antonini, G. & Bierlaire, M.
 
	
 	ﬀ ﬁﬃﬂ !"	"#$ %&')(*+
,-./1023	4  ﬂ561	"7 8.+369 :#	;$< 7%=3	(
>@?BADCEGFHIA/JKCML)NOCP?QCP? ∗ R ?SHT"U#EVﬃ?QU#WXEBAD?YWU †
Z\[2]P[ Z U#^;N_WXL Z\[K`badc_afedgPh
] U6^"L)Uji
k;U#W gPhml8g_afadc
Abstract
npo7qBrtsvuxwjyzw|{~}x{w6}w|uB{y"{o6{~}yŁj}yz{~M}}xw|{6{uSqS}Bsyboyzsvot1{
r#y~sv}IjybuB{otsvuB~}{~qB{r6sv{1)6{~svo6tM! yzsvo$|{r#y~sv}u8yz}{8sv6{o)qSs

{| ¢¡j£_¤¥X£|¦§©¨~ªX«¬£f­®7ybo6¯¤¥X£|¦§p¨~ªX«¬£f­®)fPr6{o6uBqS}°yzsvo6{wIyŁqSqB{~}°o6udyz}{±t}BqBr6{~}
~ybuBuSs

{ svo)qB ª)§©§©¨~ªt¤z§p«¬²t­;«¬£D§B­¨~ªt¤z§©«G¥X£|¦8ybo6$¨­S³|¡´µ¦«¬²t­¶«¬£D§­¨~ªt¤z§p«G¥X£|¦fPr6{P·}S
{~}uyz}{yzw6qB±6}{¯)¸y$´·­ªt®#­¨z¹ºz¥´¬´¥X»8­¨ﬃ)#{~mr6sv{qBr#{;yzqSqB{~}uqBrt}±6r\y
¤¥´¬´µ«¬¦«G¥X£¼ªX²¥X«G®tªX£_¤Ł­)6{~¬3Pr#{uSwIyŁqSsyzP}B}°{~yŁqSsvo*|{~q©{{oqBr6{ﬃyzqB{~}o#yŁ
qSs{uMsvuxqyz{o svoXqB1yb±6oXq6{

o6svoty¶~}uudo6{uSqB{vsq6{~¬¢½¶±#ybo)qSsqyŁqSs{
ybo#yz¸uSsvusvu"w|{~}B}{$¸yŁ¾sv1±6¿s{~svr6)@{uSqSsvyzqSsvoÀo3y1}{yzf#yzqybuB{~q
mw|{6{uBqS}BsyboÁqS}°yŁÂS{~qB}Bsv{u|ybo±#yz¸$qS}°ybB{¯·}Ãsv6{u{Ä)±6{o#{u
1 Introduction
ÅMÆÇDÆÈ°É~ÊË¬ÌÍ5ÎOÆÏÐÌÑIËÒÊﬃÓ3ÒjÇDÆÔËÍDÕÀËÈﬃÌ)ÍËÓ\ÖfÒÊ~ÉÌ)ÍjÉ7ÉÒÖÐË×ÁËÍÇDË·ØOÆbÊ~ÆÍjÉ ×ÒtÍjÉÆŁÙÉÈÚÛÊÜ
×ÏDË·ÉÆ×bÉ~ÈÀÌ)ÊÆÝËÍjÉ~ÆbÊÆÈÉ~ÆÇﬁË·ÍﬁÞDÍDÇDÆbÊÈÉÌ)ÍÐÇDËÍDÕÏDÒßàËÍDÇDË·ÑËÇDÞÐÌÔÈÁÓ3ÒÑ6ÆËÍjÉÒ5ÎÐÞDËÔÇDËÍDÕtÈ
ÉÒâámÍDÇ+ÒtÞDÉÒÖDÉËÓÀÌÔ·Ë·ÉBã2×bÊ~Ë·ÉÆbÊËÌåä¬ÒÊ\ÈÖmÌ×ÆÇDÆÈ~ËÕtÍxÚ+æ¢ÊÌÍDÈÖOÒÊ~ÉÁÆÍDÕtËÍDÆÆbÊÈÁäpÌ×ÆÉÏDÆ
ÖDÊÒÎÐÔÆÓçÒtäËÍ#ÉÆÕÊÌ)É~ËÒtÍÒtäÉÊÌÍDÈÖfÒÊ~ÉÌ)ÉËÒtÍäpÌ×bËÔË·ÉË·ÆÈèmßË·ÉÏÖmÌ)Ê~ÉË·×ÞDÔ¬Ì)Ê1ÆbÓ\ÖmÏÐÌÈËÈ1ÒtÍ
ÈÌä¬ÆzÉã
ËÈÈ~ÞDÆÈ$ä¬ÒÊÁÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍDÈÚ2é;Æ×ÆÍ#É$É~ÊÌÕtË×¯ÆbÑ6ÆÍjÉ~ÈÏÐÌÑ6ÆKË·ÍÐ×zÊÆÌÈ~ÆbÇ
ÉÏDÆÀËÍ#ÉÆbÊÆÈ°É
ä¬ÒÊ;ÌÞ|ÉÒtÓÀÌ)É~Ë×8ÑËÇDÆÒÈ~Þ|Ê~Ñ6ÆbËÔÔ¬ÌÍD×ÆÈãÈ°ÉÆÓ3ÈèIÌ)ÎÐÔÆÉÒÓ3ÒtÍDË·ÉÒÊ~ËÍDÕ7ÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍ3êmÒß1ÈËÍ
ÖÐÞ|ÎmÔ·Ë×ÈÖmÌ×ÆÈè#ÉÏ|ÊÒß1ËÍDÕÌÔ¬Ì)ÊÓ3ÈßÏDÆÍ3Ì)ÎÐÍDÒÊÓÀÌÔIÎOÆÏÐÌÑIËÒÊÈÒI××bÞDÊÚëjÖOÆ×Ë¬ÌÔDÆÓ\ÖÐÏÐÌXÜ
È~ËÈÏÐÌÈ8ÎfÆÆbÍ@ÕtË·Ñ6ÆÍÉÒ$Ó3ÒÊÆ9ÈÖfÆb×Ë·áÐ×9ÆbÑÌ×ÞÐÌ)ÉËÒtÍKÈ~×ÆÍÐÌ)Ê~ËÒtÈèä¬ÒÊÒÎIÑIËÒtÞDÈ¶ÊÆÌÈ~ÒtÍDÈÚ"ìQÍ
ÉÏDËÈ"ÈÖÐË·ÊË·Éè#Ë·É8Ë·È¶ËÓ\ÖfÒÊ~ÉÌÍjÉPÉÒﬃÇDÆbáÐÍDÆ9ÓÀÌ)ÉÏDÆÓÀÌXÉË×ÌÔIÓ3ÒIÇDÆÔÈPÎmÌÈ~ÆÇÀÒtÍÀÈÖfÆ×bË·áÐ×ﬃíSÌÍDÇ
×ÒtÍ#ÉÆzÙÉ°ÜSÇDÆbÖfÆÍDÇDÆÍ#ÉŁîÎfÆÏÐÌÑËÒÊÌÔ¶ÌÈÈ~ÞDÓ\ÖÐÉ~ËÒtÍDÈè¢ÉÆbÈÉÆÇÎIãÓ3ÆÌÍDÈﬃÒtä8ÖÐÊ~ÒÖfÆbÊÈÉÌ)ÉËÈ°Ü
ÉË×ÌÔ!Ó3ÆbÉÏDÒIÇDÈÚﬃïÌXÉÌ\×ÒtÔÔÆb×bÉËÒtÍâä¬ÒÊÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍ*Ç|ãIÍmÌ)Ó3Ë×È9ËÈ9ÖmÌ)Ê~ÉË·×ÞDÔ¬Ì)ÊÔ·ã@ÇDË·ð\×ÞDÔ·É
ÌÍDÇ2ä¬ÆzßñÓ3ÒjÇÐÆbÔÈÖDÊÆÈ~ÆbÍjÉÆÇË·Í*ÉÏDÆÁÔË·ÉÆbÊÌ)ÉÞ|ÊÆÏÐÌÑ6ÆÎfÆÆbÍ5×ÌÔËÎÐÊÌ)ÉÆÇ*ÌÍDÇ*ÑÌÔËÇÐÌ)É~ÆÇ
ÒtÍ@ÊÆÌÔxÇmÌXÉÌÈ~ÆbÉ~ÈÚ
∗ òóôŁõö~÷øùQúûü°ýYýYóõXôPþõ)ý©ßYóµß XßGü|û°ú÷üdøIú÷bßGü°û	Xõ)ó
 üüüSùBö~÷ü)ü6ö ýGö~õ)õ)üﬀﬂﬁﬃﬂ 6ö! )ýQö~õXõü"
ò#fóµß$üSùQ÷vö~õ%
† &'6üSùBößYóúõý(füýGü°öùSû	*)dùSú" ﬃ'+(&òﬃ&,ﬃ|û°ú÷üøjúŁ÷zßQüû	)õXó-
 )ü.üﬂüBùSö÷ü/)ü06ö )ýQö~õ)õ)ü
1
ìQÍÉ~ÏÐË·ÈPßÒÊ32ÁßÆ8ÊÆbä¬ÆbÊÉÒ7ÉÏDÆ;ÕtÆÍDÆbÊÌÔDäÊÌÓ3ÆzßÒÊ2ä¬ÒÊÖfÆÇDÆÈÉ~Ê~Ë¬ÌÍÎOÆÏÐÌÑIËÒÊÇDÆÈ~×bÊËÎfÆÇ
ÎIã54ÒjÒtÕtÆÍDÇÐÒjÒÊÍﬀíGËÍ*ÖDÊÆÈÈîÌÍDÇï7ÌÌ)Ó3ÆÍ+íﬀ687978:#îzÚ¯ìQÍDÇDË·ÑIËÇDÞmÌ)ÔÈ9ËÍÌÀ×ÆbÊ~ÉÌËÍ5ÆÍ#ÑËÜ
ÊÒtÍDÓ3ÆÍ#ÉÓÀÌﬃ26ÆÇDË·Ø_ÆbÊÆÍ#ÉﬃÇDÆ×ËÈËÒtÍDÈè¢ä¬ÒtÔ·ÔÒXßËÍDÕÌKÏDËÆbÊÌXÊ×ÏÐË·×ÌÔPÈ~×ÏDÆÓ3Æ8;=<>	?@A>BﬂC9DﬂEF@AGè
>3@HEI>	DﬂEF@AGÌÍDÇKJL/B?@A>	DﬂJ9M.@AGÚON"ÊË·ÆbêDã6è¶ÇDÆÈÉËÍÐÌ)É~ËÒtÍDÈÌ)ÍÐÇ¼Ì×bÉË·ÑIË·ÉËÆbÈÌXÊÆå×ÏDÒtÈ~ÆÍ Ì)É\Ì
ÈÉ~ÊÌ)ÉÆÕtË×ÌÔÔÆzÑ6ÆÔ	P1ÉÏDÆÒÊÇDÆbÊÀÒtä9ÉÏDÆÝÌ×bÉ~Ë·ÑË·ÉBãﬀÆzÙ|Æ×bÞDÉ~ËÒtÍxèÉ~ÏÐÆÝÌ)×bÉË·ÑIË·ÉBã/Ì)ÊÆÌ5×ŁÏDÒtË×bÆ
ÌÍDÇÊÒtÞ|ÉÆÀ×ŁÏDÒtË×bÆÀÌ)ÊÆ3ÖfÆbÊä¬ÒÊ~Ó3ÆÇ
Ì)É$ÉÏDÆ\ÉÌ×bÉË·×ÌÔ¶ÔÆzÑ6ÆÔ¶ß1ÏDËÔÆËÍDÈÉÌÍ#ÉÌÍDÆÒtÞDÈÇDÆ×ËÜ
È~ËÒtÍDÈÌ)ÊÆ$ÉÌ%26ÆbÍ5Ì)É7ÉÏDÆ$ÒÖfÆbÊÌXÉËÒtÍÐÌÔÔÆzÑ6ÆÔQÚìQÍâÉÏDËÈ9Ö_ÌXÖfÆbÊ7ßÆ¯Ì)ÇÐÇ|ÊÆbÈ~È9ÉÏDÆÁÖDÊÒÎÐÔÆÓ
Òtä"ÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍ*ß;ÌÔQ2ËÍDÕ\ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊèxÍmÌXÉÞ|ÊÌÔÔ·ã@ËÇDÆÍjÉ~Ë·áÐÆÇ*ÎjãâÉ~ÏÐÆ$ÒÖfÆzÊÌ)ÉËÒtÍÐÌÔMÔÆbÑ6ÆÔPÒtä
ÉÏDÆÏDËÆbÊÌXÊ×Ïjã5RÞDÈÉÀÇDÆÈ~×zÊË·ÎfÆÇxÚTS2ÆÝÌ)ÊÆËÍ#ÉÆbÊÆbÈÉÆÇ ËÍ Ó3ÒIÇDÆÔË·ÍÐÕÝÉÏDÆåÈ~ÏDÒÊ~É3ÊÌÍDÕtÆ
ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊﬃËÍUM0J9?IVW@AG;×ÒtÍDÇDË·ÉËÒtÍDÈèMÌÈ$ÌKÊÆÌ×bÉËÒtÍÉÒåÉ~ÏÐÆ¯È~Þ|Ê~ÊÒtÞDÍDÇÐË·ÍÐÕ@ÆÍjÑIË·ÊÒtÍDÓ3ÆÍjÉ
ÌÍDÇ2ÉÒÉÏDÆÁÖDÊÆbÈ~ÆÍD×Æ¯ÒtäÒÉÏDÆbÊ Ë·ÍÐÇDË·ÑIËÇDÞÐÌÔÈÚXS Ë·É~Ï*ÉÏDÆ$ÉÆbÊÓ YÍDÒÊÓÀÌÔ[Z\ßÆÁÊÆä¬ÆbÊÉÒ
ÍDÒtÍÜSÆbÑÌ×ÞÐÌ)ÉË·ÒtÍåÌÍDÇåÍDÒtÍÜQÖmÌÍDË×7È~Ë·É~ÞmÌXÉËÒtÍDÈÚ
æÏÐÆÝÒÎ\RÆ×bÉË·Ñ6ÆÝËÍ ÉÏDËÈ\ÖmÌ)ÖfÆzÊÀËÈ3ÉÒÖÐÊ~ÒXÑIËÇDÆ*ÌÇDËÈÌ)ÕtÕÊÆÕ6Ì)ÉÆè;ä¬ÞDÔÔã/ÆÈÉË·ÓÀÌ)ÎÐÔÆKÎfÆŁÜ
ÏÐÌÑËÒÊÌ)Ô!Ó3ÒIÇDÆÔMÎmÌÈ~ÆbÇ5ÒtÍ5ÇDËÈ~×bÊ~ÆbÉÆ$×ÏÐÒtË·×Æ¯Ì)ÍmÌ)Ô·ãÈ~Ë·Èèf×ÌÔËÎÐÊÌ)ÉÆÇâÒtÍ2ÊÆÌ)ÔPÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍ
É~ÊÌ]RÆ×zÉÒÊËÆÈ9ÓÀÌ)ÍIÞÐÌÔÔ·ãÉ~ÊÌ)×"26ÆbÇäÊÒtÓàÑËÇDÆÒÈ~Æ^jÞÐÆbÍÐ×bÆÈÚ_S5Æ`26ÆÆbÖ5É~ÏÐÆ$ÈÌ)Ó3ÆÁÈ°Ö_ÌXÉË¬ÌÔ
ÇDËÈ~×bÊ~ÆbÉË[aÌXÉËÒtÍ5Ì)ÍÐÇ×ÏDÒtË×ÆÈ~ÆbÉÇDÆbáÐÍDË·ÉË·ÒtÍÐÈ7ËÍ#É~ÊÒjÇÐÞD×ÆbÇ5ËÍÛ1Í#ÉÒtÍDËÍDËQèbNËÆbÊÔ¬Ì)Ë·ÊÆèdÌÍDÇ
S5ÆzÎfÆbÊÁíGÉÒÌ)ÖDÖfÆÌXÊŁîÌÍDÇ2ÈÏÐÒÊÉÔ·ã@Ê~ÆbÑËÆzßÆÇ2Ô¬ÌXÉÆbÊ7ÒtÍâËÍâÉ~ÏÐË·È1È~Æ×bÉ~ËÒtÍxÚ æ8ßÒ3ÉãjÖfÆÈ7Òtä
ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊ ÌXÊÆÓ3ÒjÇDÆÔÆÇâÏDÆbÊÆ8;dcM0EJ9Me<>	?@fDgM0Bh
ÌÍDÇTEJ9Me<>	?@fDgM0Bh#Ú\æÏÐÆ×ÒtÍDÈÉ~ÊÌ)ËÍDÆÇ
ÖmÌ)É~ÉÆzÊÍDÈÌ)ÊÆ7ä¬Þ|Ê~ÉÏDÆbÊ×Ô¬Ì)È~È~Ë·áÐÆÇËÍjÉ~Òi@A>ﬀ>	?@HEI>	DgjkB=DgMe>B?@HEI>	D3J9Me<$Ì)ÍÐÇl?B3LecGQ<FDgjmB`DgMe>B?on
@HEI>	DﬂJ9Me<ÚæÏDËÈ;×ÒtÍD×ÆbÖDÉÞÐÌÔxäÊÌÓ3ÆbßÒÊ32ÀËÈËÔÔÞDÈÉ~ÊÌ)ÉÆÇËÍqp¢ËÕtÞ|ÊÆ
1
Ú
p¢ËÕtÞ|ÊÆ
1
;,r8ÒtÍD×ÆbÖDÉÞÐÌÔxäÊÌÓ3ÆbßÒÊ32Àä¬ÒÊÖfÆÇDÆÈ°É~ÊË¬ÌÍß;ÌÔs2IËÍDÕ$ÎOÆÏÐÌÑIËÒÊ
æÏÐÆÞDÍD×ÒtÍDÈÉ~ÊÌË·ÍÐÆbÇ@ÇDÆ×ËÈËÒtÍDÈÌ)Ê~ÆËÍDÇDÆbÖfÆbÍÐÇDÆÍ#É;äÊÒtÓ É~ÏÐÆ7ÖDÊÆÈ~ÆbÍÐ×bÆﬃÒtäMÒÉÏDÆbÊ;ÖfÆÇDÆÈÜ
É~ÊËÌÍDÈ9ÌÍDÇ5Ì)Ê~ÆÕtÆÍDÆbÊÌ)ÉÆbÇ*ÎIãÝÈÞDÎ\RÆ×bÉËÑ6Æ$ÌÍDÇtÒÊ7ÞDÍDÒÎÐÈ~ÆbÊ~Ñ6ÆbÇ2äpÌ×bÉ~ÒÊÈÚæ;ÏDÆáDÊÈÉ7Òtä
ÉÏDÆÈ~ÆäpÌ×bÉÒÊ~È1ËÈÊÆbÖDÊÆÈ~ÆbÍjÉÆÇÎjã@ÉÏDÆ Ë·ÍÐÇDË·ÑIËÇDÞÐÌÔ	uµÈÇÐÆbÈÉËÍÐÌ)ÉË·ÒtÍdÚ"ìGÉ1Ë·ÈÌÈÈ~ÞDÓ3ÆÇ@ÉÒ¯ÎOÆ
ÆzÙÒtÕtÆÍDÒtÞÐÈÉÒ¯ÉÏDÆ Ó3ÒjÇDÆÔdÌÍDÇÇÐÆb×ËÇDÆÇÝÌ)ÉÉÏDÆﬃÈÉ~ÊÌXÉÆÕtË×Ì)ÔdÔ·ÆbÑ6ÆÔQÚæÏDÆﬃÈ~Æ×ÒtÍDÇÝäpÌ×bÉ~ÒÊ
ËÈÊÆbÖDÊÆÈ~ÆbÍjÉÆÇÎIã*ÉÏDÆ¯ÉÆÍDÇDÆÍD×bã2Òtä¶ÖfÆÒÖÐÔÆÉ~Òq26ÆÆbÖÉÏDÆË·Ê ×Þ|Ê~ÊÆÍ#ÉÇDË·ÊÆ×bÉ~ËÒtÍxèMÓ3ËÍÜ
ËÓ3Ë[abËÍDÕ\ÉÏDÆË·ÊÌÍDÕtÞDÔ¬Ì)ÊÇDËÈÖÐÔ¬Ì×ÆbÓ3ÆÍjÉÚ`p¢ËÍÐÌÔÔ·ã6èfÞDÍD×ÒtÍDÈÉ~ÊÌ)ËÍDÆÇ5Ì×b×ÆÔÆbÊÌ)ÉËÒtÍDÈÁíGß1Ë·É~Ï
6
Ì××bÆÔÆbÊÌXÉËÒtÍDÈ"ßÆ9Ó3ÆÌ)Í\ÎfÒÉÏ3ÖfÒtÈ~Ë·É~Ë·Ñ6Æ1ÌÍDÇÀÍDÆÕ6Ì)ÉËÑ6Æ1ÈÖfÆÆbÇKÑÌ)ÊË¬Ì)É~ËÒtÍDÈîÌXÊÆ9ÇDË×bÉÌ)É~ÆÇ
ÎIã+ÉÏDÆåËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ8ÇDÆÈË·ÊÆÇ ÈÖfÆbÆÇxÚ-æÏDÆåËÓ\ÖÐÔÆÓ3ÆÍ#ÉÌ)ÉË·ÒtÍÒtä1ÉÏDÆÈ~ÆËÇDÆÌÈËÈ¯ÓÀÌ)ÇÐÆ
ÉÏ|ÊÒtÞDÕtÏKÉ~ÏÐÆ7ÉÏ|ÊÆÆÞDÍÐ×bÒtÍÐÈ°É~ÊÌËÍDÆÇÖmÌ)É~ÉÆbÊ~ÍÐÈ;ËÍDÇDË×Ì)É~ÆÇKË·ÍqpMËÕtÞ|ÊÆ
1
Ú
æÏÐÆÁÓÀÌËÍÝ×ÒtÍ#É~ÊË·ÎÐÞ|ÉËÒtÍÝÒtäÉÏDËÈ9Ö_ÌXÖfÆbÊ×ÒtÍDÈ~ËÈÉ~ÈËÍ*ÌÀÇÐÆzÉÌËÔÆbÇ2ÌÍÐÌÔãÈ~ËÈ9ÒtäÉÏDÆ$×ÒtÍÜ
ÈÉ~ÊÌËÍDÆÇÝÎfÆÏÐÌÑËÒÊÈbÚXS5ÆÌÈ~È~ÞDÓ3ÆﬃÉÏÐÌ)É7ÎfÆbÏmÌÑIËÒÊÌÔ×bÒtÍÐÈ°É~ÊÌËÍ#ÉÈÌ)ÊÆ$ËÍDÇDÞD×ÆÇ*ÎjãÝÉÏDÆ
ËÍ#ÉÆbÊÌ×zÉËÒtÍDÈßË·ÉÏåÉÏDÆÒÉÏDÆbÊ7ËÍDÇDË·ÑIËÇDÞmÌ)ÔÈËÍÉÏDÆÈ~×ÆÍDÆÚ7é;ÆbÖÐÞÐÔ·È~Ë·Ñ6ÆﬃËÍ#ÉÆbÊÌ)×bÉËÒtÍDÈ9Ì)Ê~Æ
Ó3ÒIÇDÆÔ·ÆÇ¯ÉÏ|ÊÒtÞDÕtÏ\ÉÏDÆ=EFJfGgGvD	<DﬂJ9Mw@fjmJ9Dﬂhx@fM0EFB ÖmÌ)É~ÉÆzÊÍxèjß1ÏDË×Ï3ËÈ"ÇDÆÈ~ËÕtÍDÆÇ3ÉÒ×ÌXÖÐÉ~ÞDÊ~Æ
ÉÏDÆ7ÆbØOÆb×bÉÈ;Òtä¢ÖfÒtÈ~ÈË·ÎÐÔÆ9×ÒtÔÔË·È~ËÒtÍDÈ¶ÒtÍKÉ~ÏÐÆ7×Þ|Ê~Ê~ÆÍjÉÉ~ÊÌ]RÆ×zÉÒÊ~ãÀÒtä¢É~ÏÐÆ7ÇDÆ×Ë·È~ËÒtÍÓÀÌ%26ÆbÊÚ
Û8É~É~ÊÌ)×bÉË·Ñ6Æ1Ë·ÍjÉÆbÊÌ×bÉËÒtÍDÈ8ÌXÊÆ7Ó3ÒIÇDÆÔÆÇ\É~ÏDÊ~ÒtÞÐÕtÏÀÉÏDÆ_GyBF@xhHB?on{z]JfGgGyJ9|+B?\ÎfÆbÏmÌÑIËÒÊèIÉÏÐÌ)É
ËÈ É~ÏÐÆÉÆÍDÇDÆÍD×bãÒtä¶ÖfÆÒÖÐÔÆÁÉÒä¬ÒtÔÔÒßñÌÍDÒÉÏDÆbÊﬃËÍDÇDË·ÑIËÇDÞmÌ)ÔË·ÍÌ@×bÊÒß1ÇxèËÍÒÊÇDÆbÊ ÉÒ
ÎfÆÍDÆbáDÉ"äÊÒtÓ ÉÏDÆÈÖmÌ×bÆÈ~ÏDÆËÈ"×zÊÆÌ)ÉË·ÍÐÕ|Ú.4ÆbÊÆè6ÉÏDÆ;ÆzÙ|ËÈ°ÉÆÍD×ÆÒtämÒtÍDÆÒÊ"Ó3ÒÊÆÔÆÌÇDÆbÊ~È
ËÈMÌÈ~È~ÞDÓ3ÆÇxÚæÏDÆbãÌXÊÆÊÆbÖDÊÆbÈ~ÆÍjÉ~ÆÇÁÎjã ÉÏDÒtÈ~ÆËÍDÇÐËÑËÇDÞÐÌÔÈfËÍ$ÌÍÐÆbËÕtÏjÎfÒtÞ|Ê¢ÒtäÉÏDÆ¶ÇDÆ×ËÜ
È~ËÒtÍÓÀÌﬃ26ÆbÊ!ÌÍDÇß1ËÉÏÈ~ËÓ3ËÔÌ)ÊxÓ3ÒXÑIËÍDÕÇDË·ÊÆb×bÉËÒtÍDÈÌ)ÍÐÇÈ°ÖfÆÆÇxè6Ì)Ø_Æ×bÉËÍDÕ1ÏDÆbÊPÇDÆ×bËÈ~ËÒtÍDÈÚ
Å!ÊÆbÑË·ÒtÞÐÈMÓ3ÆbÉÏDÒIÇDÈdä¬ÒÊ!ÖfÆÇDÆÈÉ~Ê~Ë¬ÌÍﬃÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊÓ3ÒIÇDÆÔ·ËÍDÕ;×ÌÍÎfÆ¶×Ô¬Ì)È~È~Ë·áÐÆÇËÍÉBßÒ1ÓÀÌË·Í
×Ì)É~ÆÕtÒÊËÆÈ;}ViD3E?Jf<]EJLeDﬂEﬃÌ)ÍÐÇlVW@HE?Jf<]EJLeDﬂEÓ3ÒIÇDÆÔÈÚìQÍÉÏDÆ9Ô¬Ì)ÈÉ8ã6ÆÌ)ÊÈÓÁÞD×ŁÏÀÓ3ÒÊÆ
Ì)É~É~ÆÍjÉË·ÒtÍåÏÐÌÈÎfÆÆbÍâä¬Òj×ÞDÈ~È~ÆÇâÒtÍÝÓ3Ë×bÊÒtÈ×ÒÖÐË×7Ó3ÒIÇDÆÔËÍDÕ|èßÏÐÆzÊÆﬃÆÌ×ÏÖfÆÇDÆÈ°É~ÊË¬ÌÍË·È
Ó3ÒIÇDÆÔ·ÆÇ@Ì)È1ÌÍÌ)ÕtÆÍjÉèÐËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ·Ô·ã6Ú0~ÙDÌÓ\ÖÐÔÆÈÒtäÓ3Ë·×bÊÒtÈ~×ÒÖÐË×9Ó3ÒjÇDÆÔÈ;Ì)ÊÆ7ÉÏDÆ=<]Jfn
ED@AG8z]J9?EFBI<Ó3ÒjÇDÆÔ|ËÍ4ÆÔ·ÎÐËÍDÕ Ì)ÍÐÇ@ÒtÔÍÌ)Ê;í
1I9f
î!ÌÍDÇ4ÆÔ·ÎÐËÍDÕ7ÆbÉ¶ÌÔQÚ|í68797f6tîMß1ÏDÆbÊ~Æ
ÉÏDÆÌÞ|ÉÏDÒÊÈ$ÞDÈ~Æq;ÆbßÉÒtÍDË¬Ì)Í
Ó3Æb×ŁÏÐÌÍDË×bÈﬃß1Ë·ÉÏ+Ì×ÒtÍjÉ~ËÍIÞDÒtÞDÈÈÖmÌ×ÆÀÊÆbÖDÊÆÈÆÍjÉÌXÉËÒtÍ
ÉÒ*Ó3ÒIÇDÆÔ¶ÔÒtÍDÕÜGÊÌÍDÕtÆÀËÍjÉÆzÊÌ×bÉË·ÒtÍÐÈbÚNÔÞDÆKÌ)ÍÐÇﬀÛ1ÇDÔÆbÊí68797
1
îﬃÌÍDÇ ëI×ÏÐÌÇDÈ~×ÏDÍÐÆbËÇDÆbÊ
í68797f6tîÞÐÈÆ×ÆÔÔÞDÔ¬ÌXÊ1ÌÞ|ÉÒtÓÀÌXÉÌÓ3ÒIÇDÆÔÈèD×ÏÐÌ)ÊÌ×zÉÆbÊË[abÆÇâÎjãÌ¯È°ÉÌ)ÉË×ÇDËÈ~×bÊÆzÉË[aÌ)É~ËÒtÍåÒtä
ÉÏDÆÈÖmÌ×ÆKßÏDÆbÊÆ@ÆÌ×Ï/×ÆÔÔËÍﬀÉ~ÏÐÆÕÊËÇﬀËÈÁÊ~ÆbÖDÊÆÈ~ÆÍ#ÉÆÇ¼Îjã¼ÌÝÈÉÌ)É~ÆÑÌ)ÊË¬ÌXÎmÔ·ÆÚ+ÛÍ|Ü
ÒÉÏDÆbÊ;Ó3Ë×bÊ~ÒtÈ~×ÒÖÐË×1ÌXÖÐÖDÊÒ6Ì)×ŁÏKËÈ¶ÎmÌÈ~ÆÇKÒtÍ@ÈÖmÌ×bÆÈ°ãÍjÉÌXÙÀÉÏDÆÒÊ~ã3ßÏÐÆzÊÆ9ÖfÆÒÖÐÔÆ9Ó3ÒÑ6Æ
ÉÏ|ÊÒtÞDÕtÏ5ÈÖmÌ×bÆÈ ä¬ÒtÔÔ·ÒXßËÍDÕ×zÊË·ÉÆbÊ~Ë¬Ì3Òtä¶ÈÖmÌ×ÆÁÑËÈ~ËÎmË·ÔË·ÉBãÌÍDÇÌ)××ÆÈ~ÈË·ÎÐËÔË·ÉBãíQÈ~ÆbÆ\ÅMÆÍDÍ
ÌÍDÇ+æMÞ|ÊÍDÆbÊè 68797f6tî Ì)ÍÐÇ
Ó3ËÍDËÓ3Ë[abËÍDÕÀÌÍDÕtÞÐÔÌ)ÊﬃÖmÌ)ÉÏDÈ3íQÈ~ÆbÆKæ¢ÞDÊ~ÍÐÆzÊè 68797
1
îzÚlpMË·ÍmÌ)ÔÔ·ã6è
NÒÊÕtÆbÊ~È!ÌÍDÇÁæ;ËÓ3Ó3ÆzÊÓÀÌÍDÈí
1I99Ł
îzèﬃS ÏjãÍDÆÈPÆbÉ!ÌÔQÚ6í
1I99Ł
î¢Ì)ÍÐÇÁï9ÆÔÔÌÆbÊ~É¢ÆbÉPÌÔGÚjí
1I99
î
ä¬ÒI×bÞÐÈMÒtÍﬃÇDÆÈÉËÍÐÌ)É~ËÒtÍﬃÌÍDÇﬃÊÒtÞ|ÉÆ×ÏDÒtË×Æ"ÖDÊÒÎÐÔÆbÓ3ÈdÒtÍÍDÆbÉBßÒÊ2ÉÒÖfÒtÔ·ÒtÕtËÆÈÚbp|ÒÊ!ÌÕtÆÍÜ
ÆbÊÌ)Ô¶ÔË·ÉÆzÊÌ)ÉÞ|ÊÆÁÊÆbÑË·Æbß ÒtÍÖfÆÇDÆÈ°É~ÊË¬ÌÍ5ÎOÆÏÐÌÑIËÒÊÓ3ÒjÇÐÆbÔËÍDÕßÆ\Ê~Æä¬ÆbÊÉÏDÆ3ËÍ#ÉÆbÊÆÈ°ÉÆÇ
ÊÆÌ)ÇÐÆzÊÉÒNËÆbÊÔÌË·ÊÆ9ÆbÉ1ÌÔQÚOíﬀ6879796îzÚ
ìQÍ¯ÛÍjÉÒtÍDËÍDËÆbÉ"ÌÔGÚíGÉÒÌ)ÖDÖfÆÌXÊŁî!Ì7ÇDËÈ×bÊÆbÉÆ×ÏDÒtË×ÆäÊÌÓ3ÆzßÒÊ2ä¬ÒÊÖfÆÇDÆÈÉ~Ê~Ë¬ÌÍ$ß;ÌÔs2Ë·ÍÐÕ
ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊﬃËÈÇÐÆzámÍDÆÇxèÓ3ÒjÇDÆÔËÍDÕÀÉÏDÆ\×ÏÐÒtË·×Æ\ÒtädY°ß1ÏDÆbÊ~ÆÉÒåÖÐÞ|É ÉÏDÆ\ÍDÆzÙIÉÈÉÆzÖZË·ÍÌ
Ó3Ë×bÊ~ÒtÈ~×ÒÖÐË× ×bÒtÍjÉÆzÙIÉÚÅMÆÇDÆÈÉÊË¬ÌÍ*Ó3ÒXÑ6ÆÓ3ÆbÍjÉÈÌÍDÇ*ËÍ#ÉÆbÊÌ)×bÉËÒtÍDÈÉÌﬃ26ÆﬃÖmÔÌ×ÆÒtÍÝÉÏDÆ
ÏDÒÊË[aÒtÍ#ÉÌÔMß;Ì)Ôs2ËÍDÕ¯ÖÐÔ¬Ì)ÍÐÆÚ æÏDÆÁÈ°Ö_ÌXÉË¬ÌÔdÊÆÈ~ÒtÔÞ|ÉË·ÒtÍâÇDÆbÖOÆÍDÇÐÈ7ÒtÍÝÉÏDÆ$×Þ|Ê~ÊÆÍ#ÉÈ°ÖfÆÆÇ
Ñ6Æ×bÉ~ÒÊåÒtä ÉÏDÆâËÍDÇDË·ÑËÇDÞÐÌÔÈbÚ æ;ÏDÆ*ÕtÆÒtÓ3ÆbÉ~ÊË·×ÌÔ1ÆÔ·ÆÓ3ÆÍjÉ~ÈKÒtäÉÏDÆ2ÈÖmÌ×Æ*Ó3ÒIÇDÆÔ7Ì)Ê~Æ
ËÔÔ·ÞÐÈ°É~ÊÌ)ÉÆbÇË·Í@áÐÕtÞDÊ~Æ6
æÏÐÆ$×Þ|Ê~Ê~ÆÍjÉ7ÖfÒtÈ~ËÉËÒtÍÝÒtäÉ~ÏÐÆ$ÇDÆ×Ë·È~ËÒtÍâÓÀÌ%26ÆbÊ
n
ËÈ
pn
èdÏDÆbÊ×Þ|Ê~Ê~ÆÍjÉÈÖfÆbÆÇ
vn ∈ IR
è
ÏDÆbÊ9×Þ|Ê~Ê~ÆÍjÉ7ÇDË·ÊÆb×bÉËÒtÍåË·È
dn ∈ IR
2
íQÍDÒÊÓÀÌ)ÔË[aÆÇxè|È~Ò\É~ÏmÌXÉ
‖dn‖ = 1
îÌÍDÇÝÏDÆbÊ1ÑË·È~ÞÐÌÔ
ÌÍDÕtÔÆËÈ
θn
Ú8æÏDÆÊÆbÕtËÒtÍåÒtäËÍ#ÉÆbÊÆbÈÉ1ËÈ;È~Ë·É~ÞmÌXÉÆÇåËÍ@äÊÒtÍjÉÒtäMÉÏDÆÖfÆbÇÐÆbÈÉ~ÊË¬Ì)ÍdèDËÇDÆÌ)ÔÔ·ã
ÒÑ6ÆbÊÔ¬Ì)ÖDÖÐËÍDÕ9ß1Ë·É~ÏÏDÆbÊPÑË·È~ÞÐÌÔáÐÆÔÇxè#ÌÍDÇ¯ËÈPÈ~×ÏDÆÓÀÌ)ÉË·×ÌÔÔ·ãÊÆbÖDÊÆbÈ~ÆÍjÉ~ÆÇ\ÎIãÉÏDÆ;È~ÏÐÌÇDÆÇ
Ì)ÊÆÌåËÍámÕtÞ|ÊÆ6IÚÛÍﬀÌÇÐÌ)ÖDÉËÑ6Æ\ÇDËÈ~×bÊÆzÉË[aÌ)É~ËÒtÍËÈﬃÒÎDÉÌË·ÍÐÆbÇ+Ì)È~È~ÞDÓ3ËÍDÕ@ÉÏ|ÊÆÆ3È°ÖfÆÆÇ
ÊÆÕtË·Ó3ÆÈè8ß1ÏDÆbÊÆÉÏDÆÝËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ·È×Ì)Í Ì××bÆÔÆbÊÌXÉÆÝÌÍDÇﬁÇDÆ×bÆÔÆbÊÌXÉÆÝÞDÖﬁÉÒ
Ì5×ÆbÊ~ÉÌËÍ
äpÌ×bÉ~ÒÊ¶ÒÊÉÏDÆbã¯×ÌÍ=26ÆÆbÖÀÉÏDÆËÊ×Þ|Ê~Ê~ÆÍjÉÈÖfÆÆÇ3×bÒtÍÐÈ°ÉÌÍjÉÚ!Ûﬁ×ÏDÒtË×Æ;ÎfÆbÉBßÆÆÍ
191
ÊÌÇDË¬ÌÔ

pMËÕtÞ|ÊÆX6k;æ;ÏDÆÎmÌÈË×7ÕtÆÒtÓ3ÆbÉ~ÊË·×ÌÔOÆÔ·ÆÓ3ÆÍjÉ~ÈÒtädÉÏDÆÈÖmÌ×bÆ ÈÉ~Ê~ÞÐ×zÉÞ|ÊÆ
ÇDË·ÊÆ×zÉËÒtÍDÈËÈÌ)ÔÔÒßÆÇxè|ÌÈ;ËÔÔÞDÈÉ~ÊÌ)ÉÆÇÀËÍp¢ËÕtÞ|ÊÆÚ
pMËÕtÞ|ÊÆ`m;æÏÐÆ$ÈÖmÌ)É~Ë¬ÌÔMÇDËÈ×bÊÆbÉËsaÌ)ÉËÒtÍË·È1ÕtÆÍDÆbÊÌ)É~ÆÇ2Ì)È~È~ÞDÓ3ËÍDÕ¯ÉÏ|ÊÆÆ$ÈÖOÆÆÇÝÊÆÕtËÓ3ÆÈ
ÌÍDÇ
191
ÊÌÇDË¬ÌÔ6ÇDË·ÊÆ×bÉ~ËÒtÍDÈÚMæÏDÆÆzÙIÉÆbÊÍÐÌÔjÍIÞDÓ$ÎfÆbÊÈdËÍ ÉÏDÆÊËÕtÏjÉ°ÜSÏÐÌÍDÇáÐÕtÞ|ÊÆ"Ê~ÆbÖDÊÆÈ~ÆÍ#É
ÉÏDÆ1Ì)ÍÐÕtÞDÔ¬ÌXÊÌÓ\ÖÐÔË·ÉÞDÇDÆÈ!Òtä_ÉÏDÆÊÌÇDË¬ÌÔD×ÒtÍDÆÈbèIËÍÇÐÆbÕÊÆÆÈÚ"æÏÐÆ;ËÍ#ÉÆbÊÍÐÌÔDÍIÞDÓ$ÎfÆbÊÈ;í
r
î
ÊÆä¬ÆzÊ9ÉÒ\ÉÏDÆ ÆÍjÞDÓ3ÆbÊÌ)ÉË·ÒtÍåÒtä!ÇDË·ÊÆ×bÉ~ËÒtÍDÈß1ÏDËÔ·Æ
s
ËÍÉÏDÆÔÆäÉÜQÏmÌ)ÍÐÇáÐÕtÞ|ÊÆÊ~ÆbÖDÊÆÈ~ÆÍ#ÉÈ
ÉÏDÆËÍDÇÐÆŁÙ|ÆÈ;ÞDÈ~ÆÇä¬ÒÊÈÖfÆÆÇåÊ~ÆÕtËÓ3ÆÈ
Û ×ÏDÒtË×Æ$È~ÆbÉ7Òtä,9ÀÌÔ·ÉÆbÊ~ÍmÌXÉË·Ñ6ÆÈ1Ë·È9ÕtÆÍDÆbÊÌ)ÉÆbÇâßÏÐÆzÊÆ$ÆÌ×Ï5ÌÔÉÆbÊÍÐÌ)ÉËÑ6Æ ×ÒÊ~Ê~ÆÈÖfÒtÍDÇDÈ
ÉÒ@ÌÈÖOÆÆÇ2ÊÆbÕtËÓ3Æ
v
Ì)ÍÐÇ5ÌÀÊÌ)ÇÐËÌÔ!ÇDË·ÊÆ×bÉ~ËÒtÍ
d
ÚæÏÐÆzã5Ì)Ê~ÆÍjÞÐÓ$ÎfÆbÊ~ÆÇ2ÞDÈ~ËÍDÕ
na =
11s + r
ß1ÏDÆbÊÆ
na
ËÈ$ÉÏDÆKÍjÞDÓÁÎfÆzÊÒtä;ÉÏDÆ@Ì)Ô·ÉÆbÊÍÐÌ)É~Ë·Ñ6Æè
s
ÌÍDÇ
r
Ì)Ê~Æè"ÊÆbÈÖfÆ×bÉ~Ë·Ñ6ÆÔ·ã6è
ÉÏDÆ5ÈÖOÆÆÇÃÊÆÕtËÓ3ÆâÌÍDÇ ÉÏDÆ5ÇDË·Ê~Æ×bÉËÒtÍ-ËÍDÇÐÆŁÙ|ÆÈèÌÈKÊÆbÖfÒÊ~É~ÆÇÃËÍpMËÕtÞ|ÊÆ5Ú~"Ì×Ï
ÌÔ·É~ÆbÊÍÐÌ)ÉË·Ñ6Æ$ËÈËÇDÆÍ#ÉË·áÐÆÇ2Îjã*ÉÏDÆÁÖmÏ#ãÈ~Ë·×ÌÔP×ÆÍ#ÉÆbÊÒtäÉ~ÏÐÆ×ÒÊ~ÊÆbÈÖfÒtÍDÇDËÍDÕ@×ÆÔ·Ô"ËÍ*ÉÏDÆ
ÈÖmÌ)ÉËÌÔfÇDËÈ~×bÊÆzÉË[aÌ)É~ËÒtÍ
cvd
èÉÏÐÌ)ÉËÈ
cvd = p  + vtd,
ß1ÏDÆbÊ~Æ
t
Ë·ÈÉÏDÆﬃÉËÓ3ÆÈÉÆbÖdÚ9æÏDÆ×ÏÐÒtË·×ÆﬃÈ~ÆbÉ9ÑÌ)ÊË·ÆÈ1ß1Ë·É~ÏåÇDË·ÊÆ×bÉ~ËÒtÍÝÌÍDÇÝÈÖfÆÆÇÝÉÏDÆbÊÆŁÜ
ä¬ÒÊÆÉ~ÏÐÆÇDËÈÉÌÍD×Æ;ÎfÆbÉBßÆÆÍÀÌ)ÍÀÌÔ·ÉÆbÊ~ÍmÌXÉË·Ñ6Æ8u È"×ÆbÍjÉÆbÊ8ÌÍDÇ3ÒÉÏDÆbÊÖfÆbÇÐÆbÈÉ~ÊË¬Ì)ÍÐÈß1ËÔ·ÔÑÌ)Êã
ß1ËÉÏﬃÉÏDÆ8ÈÖfÆÆbÇ¯Òtä|ÉÏDÆ8ÇDÆ×ËÈ~Ë·ÒtÍÓÀÌ%26ÆbÊÚÛÈPÌ×ÒtÍDÈ~Æ^jÞÐÆbÍÐ×bÆèjÇDË·Ø_ÆbÊÆÍD×ÆbÈ!ËÍ$ËÍDÇÐËÑËÇDÞÐÌÔ
:
ÈÖfÆbÆÇDÈ1Ì)ÊÆÍÐÌ)ÉÞ|ÊÌÔ·Ô·ã3ÓÀÌ)ÖDÖfÆÇËÍ#ÉÒÇDË·Ø_ÆbÊÆÍD×ÆbÈËÍÉÏDÆË·Ê;ÊÆÔ¬Ì)É~Ë·Ñ6Æ7ËÍjÉÆzÊÌ×bÉË·ÒtÍÐÈbÚ
æÏÐÆ×ÒtÍD×ÆbÖDÉ¢ÒtäÔÆÌ)ÇÐÆzÊÜSä¬ÒtÔÔ·ÒXßÆbÊxÏÐÌÈxÎfÆÆbÍﬃËÍDÈÖÐË·ÊÆÇÎIã7ÖDÊÆbÑIËÒtÞDÈ¢×ÌXÊMä¬ÒtÔÔ·ÒXßËÍDÕ8Ó3ÒIÇDÆÔÈ
ËÍÉ~ÊÌ)ÍÐÈ°ÖfÒÊ~É1ÆbÍÐÕtË·ÍÐÆbÆbÊËÍDÕåíQÛÏÐÓ3ÆbÇdè
1I99
P4ÆbÊÓÀÌÍÝÌ)ÍÐÇâé;ÒÉÏDÆbÊ~ã6è
1I9Łf
PxÆÆè
1I9Ł9Ł
P
ÆbßÆbÔÔQè
1I9Łx1
è#ÌÓ3ÒtÍDÕ7ÒÉÏDÆbÊÈîŁÚPæ;ÏDÆ;ÓÀÌËÍÁËÇDÆÌ9ËÍÉÏDÆÈÆÓ3ÒIÇDÆÔ·ÈËÈPÉÏÐÌ)ÉPÉßÒÑ6ÆÏDË×ÔÆbÈ
Ì)ÊÆ7ËÍ#Ñ6ÒtÔ·Ñ6ÆÇÀËÍKÌﬃ×Ì)Ê;ä¬ÒtÔÔÒß1Ë·ÍÐÕÈ~Ë·ÉÞÐÌ)É~ËÒtÍ\ß1ÏDÆÍ@ÌﬃÈ~Þ|ÎRÆ×bÉ8Ñ6ÆbÏÐË·×ÔÆ9ä¬ÒtÔÔÒß1È¶Ì$Ô·ÆÌÇDÆbÊè
ÍDÒÊÓÀÌÔÔã2ÊÆbÖDÊÆbÈ~ÆÍjÉ~ÆÇ Îjã+É~ÏÐÆÀÑ6ÆÏDË×Ô·Æ@ËÍ¼äÊ~ÒtÍjÉèÊ~ÆÌ×bÉË·ÍÐÕâÉÒ5Ë·É~È¯Ì×zÉËÒtÍDÈÚ¼ìQÍﬀÕtÆÍÜ
ÆbÊÌ)ÔQè_ÌÈ~ÆÍDÈ~Ë·ÉËÑË·ÉBãjÜQÈÉËÓÁÞDÔÞDÈ8äÊÌÓ3ÆbßÒÊ32KË·È9ÌÇDÒÖDÉÆÇxÚÛ1××ÒÊÇDËÍDÕÁÉÒ\ÉÏDËÈäÊÌÓ3ÆbßÒÊ2
ÌÇ|ÊË·Ñ6ÆbÊÊÆÌ)×bÉÈ8ÉÒÁÈÉËÓÁÞDÔËmäÊ~ÒtÓ É~ÏÐÆ7ÆÍ#ÑË·Ê~ÒtÍÐÓ3ÆbÍjÉè#ß1ÏDÆbÊÆ9ÉÏDÆ7ÈÉËÓÁÞDÔÞDÈËÈÍDÒÊÓÀÌÔ·Ô·ã
×ÏDÒtÈ~ÆÍÌÈ9ÉÏDÆÔÆÌÇDÆbÊ7ÊÆÔ¬Ì)É~Ë·Ñ6ÆÈÖfÆÆbÇdÚ ï9Ë·ØOÆbÊ~ÆÍjÉ7Ó3ÒjÇÐÆbÔÈ1ÇDË·ØOÆzÊË·ÍâÉÏDÆ$ÈÖfÆb×Ë·áÐ×Ì)ÉË·ÒtÍ
ÒtäfÉÏDÆ9È~ÆÍDÈ~Ë·É~Ë·ÑË·ÉBãÁÉÆbÊÓÚPæÏDËÈ¶Ó3ÒjÇÐÆbÔËÍDÕË·ÇÐÆÌ ËÈ8ÆzÙIÉÆÍDÇDÆÇKÏDÆbÊ~Æ7ÌÍDÇKÌ)ÇmÌXÖÐÉ~ÆÇ3ÉÒÉÏDÆ
Ó3ÒÊÆÁ×ÒtÓ\ÖÐÔÆzÙâ×Ì)È~Æ¯ÒtäÖOÆÇDÆÈÉ~ÊËÌÍ2ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊÚ=S5ÆÁß;ÌÍjÉÉÒåÈ°É~ÊÆÈ~ÈÉÏDÆ¯äpÌ×zÉ ÉÏÐÌ)É ËÍ
Ç|ÊË·Ñ6ÆbÊÎfÆÏÐÌÑËÒÊÓ3ÒIÇDÆÔËÍDÕÌ ÇDËÈÉ~ËÍD×bÉËÒtÍÁÎfÆbÉBßÆÆÍKÌ××ÆbÔÆbÊÌ)É~ËÒtÍ¯ÎfÆÏÐÌÑË·ÒÊ8ÌÍDÇÀÇDË·ÊÆ×zÜ
ÉËÒtÍâ×ÏÐÌÍDÕtÆíGÔ¬ÌÍDÆﬃ×ÏÐÌÍDÕtÆîÎfÆÏÐÌÑËÒÊ7ËÈ7Ì)ÔÓ3ÒtÈÉ1ÍÐÌ)É~ÞDÊÌÔ8íQÈ~ÆÆÁæMÒtÔ·ÆÇDÒ|è/6879796îzèOÎfÆbËÍDÕ
ËÓ\ÖfÒtÈÆÇ3ÎIãÀÉÏDÆ9É~ÊÌÍDÈÖfÒÊÉäpÌ)×ËÔË·ÉBã¯Ë·ÉÈ~ÆÔ·äSÚ9Í@ÉÏDÆ7ÒÉÏDÆbÊÏÐÌÍDÇdèjÉÏDÆÖfÆbÇÐÆbÈÉ~ÊË¬Ì)ÍK×Ì)È~Æ
ËÈ9Ó3ÒÊÆ×bÒtÓ\ÖmÔ·ÆzÙfèÐÉÏDÆÁÓ3ÒÑ6ÆÓ3ÆÍ#ÉÈÎfÆbËÍDÕ\ÖmÞ|ÊÆbÔ·ãåÉBßÒÜSÇDËÓ3ÆÍDÈ~Ë·ÒtÍmÌ)Ô¢ÒtÍÝÉÏDÆß;ÌÔs2Ë·ÍÐÕ
ÖÐÔ¬ÌÍDÆèdß1ÏDÆbÊÆ3Ì)××ÆÔÆzÊÌ)ÉËÒtÍÌ)ÍÐÇÇDË·Ê~Æ×bÉËÒtÍ×ÏÐÌÍDÕtÆÈÌXÊÆ\ÍDÒÉÆÌÈËÔ·ã*È~ÆbÖmÌ)ÊÌ)ÎÐÔÆÚKæÏDÆ
×ÒtÔÔ·ËÈ~ËÒtÍ3ÌÑ6ÒtËÇÐÌÍD×ÆÖ_ÌXÉ~ÉÆbÊÍKÌÍDÇ3ÉÏDÆ9×ÒtÍDÈÉ~ÊÌ)ËÍDÆÇ3ÎfÆÏÐÌÑËÒÊÈËÍÀÕtÆÍDÆbÊÌÔfÌXÊÆ7ÌÔÈ~ÒË·Í|Ü
ÈÖÐË·ÊÆbÇ2ÎIãâÈÉÞDÇDËÆÈËÍ5ÏjÞDÓÀÌÍ*È×ËÆÍD×ÆÈ ÌÍDÇ2ÖÐÈã×ÏDÒtÔÒtÕã6èdÔÆÌÇDËÍDÕ3ÉÒÉÏDÆ×ÒtÍD×ÆzÖÐÉÒtä
L/B?o<%J9M.@AG<ﬂL@HEFBíQÈ~ÆbÆ4ÒÊÒß1Ë·É!aÆbÉ$ÌÔGÚ·è
1I9Ł
:xPMï9ÒtÈ~ÆbãÌÍDÇ@ÆbËÈ~ÆÔÈbè
1I9Ł9
PMëIÒtÓ3Ó3ÆbÊè
1I9Ł9
îzÚÅ¢ÆbÊÈ~ÒtÍÐÌÔÈÖmÌ×ÆÁËÈÌ\ÖÐÊ~ÒÉÆ×bÉËÑ6ÆÁÓ3Æb×ŁÏÐÌÍDËÈÓàä¬ÒtÞÐÍDÇDÆÇ5ÒtÍâÉÏDÆ¯ÌXÎmË·ÔË·ÉBãåÒtäÉÏDÆ
ËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ!ÉÒÖfÆzÊ×ÆË·Ñ6Æ3ÈËÕtÍÐÌÔÈ äÊ~ÒtÓ&ÒtÍÐÆ]uµÈﬃÖÐÏjãIÈ~Ë×ÌÔÌÍDÇ+ÈÒI×Ë¬Ì)ÔÆÍ#ÑË·ÊÒtÍDÓ3ÆÍ#ÉÚåìGÉ~È
ä¬ÞDÍD×bÉËÒtÍËÈÉÒ\×bÊÆÌ)ÉÆ ÉÏDÆﬃÈ°Ö_Ì)×ËÍDÕ¯ÖmÌ)É~ÉÆzÊÍDÈÉÏÐÌ)ÉÊ~ÆÕtÞDÔ¬Ì)ÉÆÇÐË·ÈÉÌÍD×ÆÈ;ÎfÆbÉBßÆÆÍÝËÍDÇDËÜ
ÑË·ÇÐÞÐÌÔ·ÈÌÍDÇÒtÍß1ÏDË×ÏåË·ÍÐÇDË·ÑIËÇDÞÐÌÔOÎfÆÏÐÌÑËÒÊ~È1Ì)ÊÆÎ_Ì)È~ÆÇígS5ÆzÎÐÎâÌ)ÍÐÇqS2ÆbÎfÆbÊè/6879796îzÚ
4ÆÔÎmË·ÍÐÕﬃÌÍDÇq@ÒtÔÍÌ)Ê1í
1I9f
îËÍ3ÉÏDÆË·ÊÈ~Òj×Ë¬ÌÔmä¬ÒÊ×ÆÈ;Ó3ÒIÇDÆÔmÞDÈ~Æ9ÉÏDÆ1ÉÆbÊÓ Y°ÉÆzÊ~ÊË·ÉÒÊ~Ë¬ÌÔ
ÆbØ_Æ×bÉ!Z|ÚëIÆbÑ6ÆzÊÌÔÐÈÉÞDÇDËÆÈ!ËÍ$ÖÐÈã×ÏDÒtÔÒtÕãÁÌÍDÇ¯ÈÒI×ËÒtÔ·ÒtÕãﬃÈ~ÏDÒß/ÏDÒXß ËÍDÇDË·ÑIËÇDÞmÌ)Ôj×ÏÐÌ)ÊÌ×ŁÜ
ÉÆbÊ~ËÈÉË×bÈËÍ|êÐÞDÆÍD×ÆÉÏDÆ;ÖfÆbÊ×ÆzÖÐÉ~ËÒtÍ3Òtä_ÉÏDÆ1ÈÖmÌ×bÆ9ÌÍDÇ3ËÍjÉ~ÆbÊ~ÖfÆbÊ~È~ÒtÍÐÌÔmÇDËÈ°ÉÌÍD×ÆÚN"ÊÌ)ÇDã
ÌÍDÇSÌÔQ26ÆbÊ3í
1If8
î7ä¬ÒtÞÐÍDÇä¬ÒÊ$ÆzÙ|ÌÓ\ÖÐÔÆÁÉ~ÏmÌXÉÌÍÙ|Ë·ÆbÉBã5ÈÉÌXÉÆÈÌ)Ê~Æ\ÖfÒtÈ~Ë·ÉËÑ6ÆÔ·ãâ×ÒÊ~ÊÆŁÜ
Ô¬Ì)É~ÆÇ+ßË·ÉÏﬀË·ÍjÉÆbÊÖfÆbÊÈ~ÒtÍÐÌÔÇDËÈÉÌÍD×ÆÚﬀëIËÓ3ËÔ¬Ì)Ê~Ô·ã6è!ï9ÒtÈ~ÆbãﬀÌÍDÇ@ÆËÈÆÔÈí
1I9Ł9
î$ä¬ÒtÞDÍDÇ
ÉÏÐÌ)ÉËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ·È1ÆÈÉÌXÎmÔ·ËÈ~ÏâÕÊÆÌ)ÉÆzÊ ÇDËÈÉÌÍD×ÆÈËÍ2ÏDËÕtÏÜSÈ°É~ÊÆÈ~È×ÒtÍDÇDË·ÉËÒtÍDÈÚ`4Ì)Ê~ÉÍDÆbÉ~É
ÆbÉ7Ì)ÔQÚ¢í
1If
:#î;ä¬ÒtÞDÍDÇÝÉ~ÏmÌXÉ1ÓÀÌÔÆÌÍDÇÝä¬ÆÓÀÌÔÆËÍDÇDË·ÑË·ÇÐÞÐÌÔ·ÈÌXÖÐÖDÊÒ6Ì)×ŁÏDÆÇÝÈ~ÏDÒÊ~É1ËÍDÇÐËÑËÇÜ
ÞÐÌÔÈ9Ó3ÒÊÆ×bÔÒtÈ~ÆÔ·ã@ÉÏÐÌÍâÉÌÔÔËÍDÇDË·ÑIËÇDÞmÌ)ÔÈÚ1ÉÏDÆbÊÈÉÞDÇDËÆÈ$íSÅPÏÐË·ÔÔË·ÖÐÈè
1If8
PxëÌÍDÇDÆbÊÈè
1If8Ł
î¶ËÍDÇDË×Ì)ÉÆ9ÉÏÐÌ)ÉÉÏDÆÒÉÏDÆbÊ;ÖfÆbÊÈ~ÒtÍeu È;ÎfÒjÇ|ãKÈË[aÆËÍ|êmÞDÆÍD×ÆbÈÈÖmÌ×bÆÚ
2 Behavioral framework and assumptions
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  Collision avoidance
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